La Trasformata di Laplace – applicazioni ai circuiti elettrici – sistemi del I e II ordine
Calcolo della risposta di un sistema dinamico lineare

Per il calcolo della risposta (uscita) di un sistema dinamico  lineare soggetto ad ingressi assegnati, si possono seguire due strade.

Calcolo nel “dominio del tempo” - Calcolo nel “dominio dello spazio ”
Qual è il vantaggio del metodo di calcolo nel dominio dello spazio ? Il vantaggio, notevolissimo, è che il legame tra la trasformata dell’ingresso e la trasformata

dell’uscita è di natura  algebrica e  non differenziale, come accade invece tra le rispettive funzioni del tempo 
Applicando la teoria della trasformata di Laplace  è possibile far corrispondere a una qualsiasi funzione del tempo f(t) una nuova funzione F(s) della variabile complessa  s=a+Јω detta pulsazione complessa 
Per determinare la risposta di un sistema ad una certa sollecitazione si deve far ricorso alle equazioni integro- differenziali la cui rispoluzione risulta tuttavia non immediata e spesso laboriosa.

Nel caso di un circuito elettrico , p.e. un circuito serie R L C la sollecitazione è data dalla tensione di alimentazione: la risposta è invece data dalla corrente elettrica che attraversa il circuito stesso

Occorre ricordare che in tali circuiti le resistenze elettriche R sono invarianti rispetto alla tensione di alimentazione mentre gli elementi L e C , rispettivamente induttanze e capacità sono elementi conservativi L’andamento nel tempo di questa corrente è detta la risposta di una sistema  ed essa si compone di 2 termini: un termine transitorio (che si estingue in un certo tempo regolato dalla costante di tempo capacitiva  τ=RC  e dalla  costante di tempo induttiva τ = L/R) ed un termine permanente in cui la corrente va a regime
Il circuito con un solo elemento conservativo induttivo o capacitivo, oltre alla resistenza R  è detto del primo ordine, se sono presenti tre elementi  RLC è detto del secondo ordine

Si preferisce adottare il metodo operazionale basato sulla t.d.L. secondo cui le varie parti di un sistema vengono descritte con blocchi funzionali il cui studio  si riduce successivamente  all’esame di un singolo blocco equivalente in grado di fornire la risposta al segnale d’ingresso.

Il vantaggio di questo metodo  è che la trasformazione di Laplace consente di  ricondurre operazioni con derivate ed integrali a semplici operazioni algebriche e permette di ricavare le funzioni di trasferimento e la risposta del sistema alle grandezze d’ingresso in modo più rapido rispetto alla risoluzione  con le equazioni differenziali.
Regole di trasformazione
 La tdL del prodotto di una costante K e della funzione f(t) è data dal prodotto fra la costante stessa e la tdL F(s) della funzione f(s)

K f(t) = K F(s)

La tdL della derivata di una funzione f(t) è data dalla trasformata F(s) della funzione moltiplicata per s e cioè 
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La tdL dell’integrale di una funzione f(t)  corrisponde alla tdL F(s)  divisa per s 
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Per applicare il metodo di risoluzione basato sulla tdL occorre:

Scrivere inizialmente le equazioni differenziali del circuito nel dominio el tempo t

Applicare successivamente la tdL  allo scopo di ottenere un sistema di eq. Algebriche nel dominio della variabile complessa s

Risolvere il sistema di equazioni per ricavare le grandezze richieste in funzione di s

Ricavare gli andamenti temporali delle grandezze mediante trasformata inversa (antitrasformata) 
NB le trasformate delle funzioni e le  antitrasformate sono tabellate.
Premessa
La corrente i(t) nel’equazione integro- differenziale  viene ritenuta variabile di uscita di un sistema elettrico quando si applica la tensione v(t)  che è la variabile di ingresso L’andamento  di questa corrente nel circuito   viene chiamato risposta del sistema  e si compone di due parti: un termine transitorio ed un termine permanente.

Il transitorio si estingue dopo un tempo regolato dalla costante di tempo 
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che nel circuito ohmico capacitivo è data dal prodotto RC mentre nel circuito ohmico induttivo  è data dal rapporto L/R  Se nel circuito sono presenti sia  le capacità che le induttanze si  ha un comportamento diverso  fra esse in quanto le induttanze assorbono energia quando aumenta la corrente mentre le capacità ne assorbono quando aumenta la tensione  l’inccontrario succede quando  le grandezze diminuiscono 
Sistemi del I ordine Circuito RC
Applicazione della TdL al circuito  RC 
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Dall’istante della chiusura del circuito in poi, tenendo conto della legge di Ohm generalizzata, l’equazione relativa al circuito, riferita ai valori istantanei, è la seguente:

V(t)= Ri(t)+ 
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Operando la trasposizione delle funzioni dal dominio del tempo al dominio dello spazio, applicando i teoremi di Laplace l’equazione integro differenziale si trasforma in una semplice equazione algebrica. 

Il termine 
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 si definisce reattanza operatoriale capacitiva
V(s)= RI(s) +
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Nel caso particolare di un generatore di tensione costante la T d L assume la forma
V(s)= L
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dalla tabella delle antitrasformate di Laplace  si ricava  che a 
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 corrisponde  V*C 
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Sistemi del I ordine Circuito RL
Applicazione della TdL al circuito  RL
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Dall’istante della chiusura del circuito in poi, tenendo conto della legge di Ohm generalizzata, l’equazione relativa al circuito, riferita ai valori istantanei, è la seguente:

 v(t) = R i(t) +L 
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Operando la trasposizione delle funzioni dal dominio del tempo al dominio dello spazio, applicando i teoremi di Laplace l’equazione integro differenziale si trasforma in una semplice equazione algebrica

Il termine sL si definisce reattanza operatoriale induttiva
V(s)= RI(s)+sLI(s) = I(s)(R+sL) 

Nel caso particolare di un generatore di tensione costante la T d L assume la forma
V(s)= L
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 e che la costante di tempo t per un circuito RL  vale τ=
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La corrente i(t) si compone perciò di un termine transitorio e di un termine a regime i(t) = 
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Sistemi del II ordine Circuito RC
Applicazione della TdL al circuito  RLC serie
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Operando la trasposizione delle funzioni dal dominio del tempo al dominio dello spazio, applicando i teoremi di Laplace l’equazione integro differenziale si trasforma in una semplice equazione algebrica
La somma dei tre termini  R + sL + 
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Ricavando la corrente  
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Nel caso particolare in cui il generatore di tensione fornisca un valore costante di tensione Vo la sua t.d.L. assume la forma  V(s)= L
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Facendo riferimento alla tabella delle TdL, antitrasformando  si ottiene l’andamento della corrente nel circuito . l’espressione temporale della corrente è del tipo sinusoidale smorzato.

Funzione di trasferimento
La funzione di trasferimento è il legame matematico e non il rapporto fra l’uscita e l’ingresso in quanto non è sempre esprimibile con tale operazione matematica.
 Ad elementi temporali (elementi  che determinano un comportamento variabile nel tempo) nel caso delle reti elettriche possiamo assimilare  blocchi di cui tensione e correnti rappresentano i segnali di ingresso ed uscita.Distinguiamo il caso del circuito con blocchi resistivi e il caso di blocchi con elementi induttivi o capacitivi
Nel caso di un circuito puramente resistivo la funzione di trasferimento è indipendente  dall’andamento nel segnale di ingresso ed è  costante nel tempo.
( Il blocco non contiene elementi temporali ed il suo comportamento di dice proporzionale: la fdt è direttamente esprimibile nel dominio del tempo:I blocchi proporzionali determinano una dissipazione di energia ma non un accumulo della stessa.)
Blocchi con elementi temporali.

Sono costituiti da blocchi con un’ induttanza o una capacità: infatti  le relazioni che legano tensione e corrente nel dominio del tempo sono le seguenti:
per l’induttanza  L 
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La funzione di trasferimento sarà del tipo :
V(s) = G(s)*I(s)

Dove G(s) è la trasformata della funzione di trasferimento essa tiene conto del comportamento statico e dinamico della parte di sistema associato al blocco corrispondente

G(s)=
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                                   V(s)...................................................I(s)
Per un circuito RL  ricordando che  V(s)= RI(s)+sLI(s) = I(s)(R+sL)   e che τ=L/R
G(s)= 
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Per il circuito RC  ricordando che τ=RC       V(s)= RI(s) +
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  G(s)= 
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La f d t. nella forma più generale  di un sistema lineare  è espressa nel rapporto fra due polinomi in s ed assume la seguente formula:

G(s)=μ
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                μ si chiama guadagno statico
Poli e zeri di una funzione

 si definiscono poli quei particolari valori di s che annullano il denominatore della frazione e che sono nel caso in esame:
p 1 = -
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invece zeri quei valori di s che annullano il numeratore e che sono:

z 1 = - 
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Criterio generale di stabilità

Un sistema di controllo è ritenuto stabile quando può riprendere,alla fine del transitorio, una nuova condizione di equilibrio e cioè se la sua risposta impulsiva tende a zero per t che tende all’infinito Una rete passiva è stabile perché se sollecitata  da una perturbazione esterna  tende a tornare  nella condizione di riposo iniziale o a mantenere modi di oscillazione costante 

Le  perturbazioni esterne per una rete, un componente elettrico possono essere di 3 tipi:

A rampa lineare, a ramapa parabolica e a gradino. La sollecitazione a gradino è la più gravosa in quanto il sistema passa, quasi istantaneamente,  da uno stato di quiete (0) ad uno stato perturbato (1)

Matematicamente affinchè  un sistema sia stabile i poli della f d t  G(s) devono essere tutti negativi  se reali oppure a parte reale negativa se sono complessi coniugati.In altre parole i poli della G(s) si devono trovare nel semipiano di sinistra del piano di Gauss (piano complesso);  basti che ci sia un solo polo nel semipiano  di destra perché il sistema sia instabile.Per le reti passive R L C  i poli sono tutti interni al semipiano  di sinistra o quanto meno sull’asse immaginario. Questa affermazione rappresenta in forma analitica  un criterio di stabilità a cui soddisfano appunto le reti passive per la loro natura.
La risposta impulsiva è in effetti l’antitrasformata della fdt (che a sua volta è composta dalla somma di funzioni  esoponenziali del tempo nelle quali gli esponenti sono le parti reali dei poli) condizione necessaria per la stabiltà  è che i poli abbiano la parte reale negativa. Ciò assicura che la risposta impulsiva  tende esponenzialmente a zero.Nel caso che ci fosse un polo con parte reale  nulla ma nesuno con parte reale positiva, il sistema è ritenuto debolmente stabile ed in tal caso la  risposta impulsiva non tende a zero, ma resta comunque limitata
Fattorizzazione di un polinomio

Assegnata la funzione   F(s)=
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Individuiamo i poli che sono  -1 , -2, -3 ( valori di s che annullano il denominatore)

La funzione assegnata può essere  scomposta nella seguente:

F(s)=
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Determiniamo A . B  e C
A= 
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da cui :  F(s)= -
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    Antitrasformando  f(t) = - e –t+7 e -2t – 6 e -3t
La funzione esaminata  si dice con polo semplice; 
Le funzioni con polo doppio sono del tipo     F(s)=
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Le funzioni con polo triplo sono del tipo
F(s)=
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Oscillazioni
                       poco smorzate


stabilità

Applicazione dei criteri di stabilità
Un amplificatore retroazionato in condizioni di normale funzionamento  tende ad annullare eventuali perturbazioni presenti al suo ingresso rendendo  così il funzionamento stabile. Può operò accadere che per particolari frequenze possa essere indotto a reagire positivamente alle perturbazioni tendendo ad esaltarle.In questo caso e, sotto determinate condizioni,la reatroazione positva può divenire di entità tale da produrre un incremento delle perturbazioni stesse che, ripresentandosi all’ingresso, innesca un fenomeno a catena rendondo l’amplificatore instabile.
La relazione generale della retroazione è la seguente:
                                           
                                    



Af = 
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         dove Af è l’amplificatore con reatroazione

                                     A  è senza reatroazione

                                     B  il tasso di retroazione

Con  la retroazione positiva con A e B reali e concordanti di segno il prodotto AB>0
l’amplificazione  in modulo sarà data dalla formula  
Af = 
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Si possono presentare 3 casi:

1.  0<AB<1
2. AB=1

3. AB>1

Nel primo caso l’amplificazione è soggetta a retroazione moderatamente positiva ed in questo modo il funzionamento has uno scarso margine di stabilità

Nel secondo caso Af = 
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 ed il segnale di uscita tende ad assumere valori sempre più elevati ed il circuito si porta a funzionare in un punto di saturazione che costituisce il valore di soglia superiore. La rete è in grado di produrre il segnale necessario e sui questo principio si basano gli oscilatori
Nel terzo caso AB>1  tale condizione può essere raggiunta  solo dopo il transitorio iniziale che parte da AB<!. Può accadere però che nella fase dinamica al passaggio per 1 e verificatasi la condizione  Af = 
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 il circuito si blocchi
Per avere un funzionamento stabile occorre verificare che in nesun caso si raggiunga la condizione  AB=1 .

 I citreri di stabilità più diffusi sono il criterio di Nyquist e quello di Bode.
Il primo si basa sul tracciamento di un diagramma polare della funzione AB sul piano complesso. Riportando il punto (1,0) la stabilità è assicurata  se detto punto è esterno al diagramma polare infatti se fosse interno esisterebbe almeno  una frequenza alla quale il modulo di AB risulterebbe maggiore di 1 e in fase transitoria, l’amplificazion e passerebbe per la condizione di instabilità AB=1 
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